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三種競合系に現れるフラクタル
足利 昌俊*工 藤 清*
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(Received February 20, 2004)
 Analysing of populations dynamics proposed by Dimitrova-Vitanov, we find fractal behavior in 
phase diagram of attractor basin. We also find that there is another phase diagram in the parameter 
space.  It is shown that the fractal dimensions of two diagrams have nearly same value. 
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1.・緒 言
カオスの発見と生態学は縁が深い。生態学の分野で
は,生物の個体数の時間的変動についての研究が数
理的なモデル田を使って行われている.個体の生死,
死滅が絶 え間なく繰 り返される生物種においては,
その個体数の変化は時間と共に連続的に変化すると
考える.す ると個体数の時間変化を差分方程式で表
す事が出来る【2】.しかし,1種 の個体のみでは,カ
オスのよ うな複雑な挙動を示す解は現れないので,
複数の種が互いに影響を及ぼすような生態系モデル
を考える必要がある.複数の生物が相互作用 しなが
ら生息 しているとし,N;(t)を第1種の時刻tにおける
個体数 とする.第1種 の個体数の変化は,そ の種の
もつ本来の増殖過程 と,他種からの影響によるもの
に分けて考える事ができる.任意の2種 間の相互作
用は2種 の個体数の積に比例すると仮定する.こ の
とき次の常微分方程式を得る.
dN;(t
dt)=幽州 慨 酌]
(密度効果)で ある.oりは1と ノ種間 の相互作用 に よ
る効果 であ る.具 体 的に言 うと,他 の種 を捕食 して
生 存を保 ってい るよ うな種 の場合,Q,は餌がま った
くない と死滅す る とい う現象 を表現す るにはQ,〈0
であ る必要 があ る.わ,は密度効 果な ので,ど の よ う
な場合で もb;≧0で あ る.oむについ ては,1の 個体
数 の変化 にノ種が影響ない とき,o"=0であ り,影 響
がある時 には値 を持つ.例えば1カa,a)種を一方的 に捕
食す る系 な ど,ノ種が1の 増殖 を促 進す る場合な らば,
C」J>0かつら,<0である.互 いに捕食 しあ う系な ど,
相手 の存在 によって 自身 の増殖 が抑 え られ るよ うな
競合 関係 にあ る場合な らば,oりく0かつCJ,〈0とな
り,逆に2種が共生す るよ うな協調 関係 にある場合 な
らば,吻>0か つら,>0であ る.本 研 究では,こ の
方程式 を改 良 したDimitrova-Vitanov方程式【7】を使 用
し,そ の解の振 る舞 いやそ のカオス性 について調べ
る.
2.,数理 モ デ ル
(1)数 理 モ デ ル はLotka-Volterra方程 式 を 改 良 した
Dimitrova-Vitanov方程 式 を使 用 す る.
この よ うな形 の2次 式 で表 され る方程式 は,生 物
モデル の分 野ではLotka-Vblterra方程式 と呼 ばれ て
いる[3-6].ここでa;は指数 的増加項 であ り,b、はN;
が増 えす ぎる事 によって起 こる増殖 を抑 える効果
祭=喚[1一 罵(31+αΣ万,/=1)]
(i=1,2,3)
ただ し,
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図1収 束,発 散,ア トラ ク タ の 挙 動 の 例
初 期 値 と して(1V1,N2,1V3)=(0.33,0.33,0.34)とし た(。 印).(a):(αの=(0.5,0.5),収束.(b):(α,μ)=(5.0,5.0),
発 散.(c):(αμ)e(1.0,1.0),アトラ ク タ.
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図2パ ラメータ依存に対する相図
白い領域は収束,黒い領域はア トラクタを示す.ア トラクタ領域の上端に縞状の帯が波を打った図
形が確認できる.拡 大していくと同様の縞状の帯が確認できフラクタルであることが確認できる.
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図3初 期値依存に対する相図
白い領域は収束,黒 い領域はア トラクタ,グ レーの領域は発散を示す.ア トラクタ領域に縞状の帯
が渦を巻いている図形が確認できる.拡大していくと同様の縞模様の帯が確認でき,フラクタル性を
示している.、
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図4フ ラクタル領域での解の振る舞い
(b)収束
?㌔
α=0.30,初期値 と して(ハ11ノゾ2ノら)=(0.33,0.33,0.34)とした.(a)μ=o.isgの時,収 束せずに変化 し続け る.
(b)μ=1.63の時,ハ12軸上の固定点に収束.こ のよ うに初期値やパ ラメー タを少 し変化 させ るだ けで解の
振 る舞いが大 きく変わ る.
　隙lll〕 (3)
とす る.以 下 におい ては(2),(3)式につ いて解析 して
い く.こ の方程式 にはパ ラメータ として αとμが存
在す る.パ ラメー タa,μお よび初期値 によって様 々
な解 の振 る舞 いが観測 され る.
3.モ デル の解析
3.1解の振 舞
パ ラメー タ α,μや初期値 を変化 させ て各個体数め
解 の振 る舞 いを調 べてい くと,収 束,発 散,ア トラ
クタの3つ の挙動 を示す【8】.その他 に も,準 周期的
なパ ター ンを示す ものや,ア トラクタ軌道か ら収束
軌道へ急激 に変化す るパ ター ンを示す ものもあった
が,最 終的 な解 の振舞い は大 きく分 けて この3つ に
分類 出来 る.
(a)収束
各個 体数 が時間 と共 に変化 してい き最終 的 に
固定点へ と収束す るパ ター ン.(図1.a)初期値か
ら出発 して固定点 に収束す る.
(b)発散
ある種の個 体数 が急激 に増加 し発 散 して しま
うパ ター ン.(図1.b)
(c)アトラクタ
準周期 的 なパ ター ンでいつま でたって も固定
点 には収束せず,常 に変化 しつ続 け る.(図1.c)
最終的 に一つ の閉 じた軌道 に収束す る リ ミッ ト゜
サイ クルや,同 じ軌道 には乗 らない非常に複雑 で
不規則 な振 る舞 い を してい るス トレンジア トラ
クタが見 られ た.
4.相 図
パラメータα,μや初期値を変化 させたときの最終
解の振る舞いの領域を表現する.
4.1パラメー タ依存 に対す る相 図
パ ラメー タ α,μ依存 に対す る相図 を図2に 示す.
競合 を行い続 けるア トラクタ領域 は中央 に分布 して
い ることがわか り,収 束領域 に挟 まれ てい る事がわ
か る.この下部 の収束領域 はN,=N2=N」とな る固定点
に収束 し,上 部の収束領域 はN,も しく1まノV3の軸上
の固定点 に収束す る.こ の事か らパ ラメー タ αの増
加 に伴い,安 定 に共存 してい る状態 か ら不安定な共
存へ,そ して ある一種の独 占へ と変化す ることがわ
か る.ま た,パ ラメータa,μが極度 に大きい場合 に
は,あ る一種が爆発 的 に増大 し発散す る こともわか
った.ま た,μが1.7付近 のア トラクタ領域 と収束領
域の境界 にフラクタル模 様が確認で きた.ど この部
分を どれだ け拡大 して も同様の縞模様 の帯 が見 られ,
フラクタル であるこ とが確認 され た.
4.2初期値依存に対する相図
初期値依存に対する相図を図3に 示す.1V3の初期
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図5フ ラクタル次元
パ ラメー タ依 存に対す る相図 に見 られ るフラクタル
の次元 を表わす.Eは ボ ックスの大 きさ,N(e)はカ ウン
ト数を表す.直 線 は複 数測定 した次元 の平均 を表 す.
測定領 域 に対す る次元の偏差は少な く,マ ル チフ ラク
タル性 が少 ない と思われ る.
値 を0.33とし,N,,N2の初 期値 を変化 させ る.収 束
領域 の中にア トラクタ領域が縞模様の帯が渦を巻 い
て存在 している.こ の ア トラクタ領 域はパラメー タ
依存 に対す る相図同様,ど この部分を どれ だけ拡大
しても同様 の縞模様の帯が確認で き,フ ラクタル性
を示 している.ま た ノV1,N2の初期値が大 きい場合 に
は常に発散 してい る事がわかった.
4.3フラクタル 図形 の解析
パ ラメー タ依存,初 期値 依存 に対す る相 図は共に
フラク タル を示す.ア トラクタ領域 での解 の振 る舞
いは図4.aのよ うにす べて ス トレンジア トラク タの
軌道 を とることが わかった.こ れ は どこの領域 を見
て もほぼ同 じ形 を してお り,常 にこの三角形 の軌道
を回 り続 けてい る.ま た フラクタル性 を示す収 束領
域 での振 る舞 いは図4.bのよ うなス トレンジア トラ
クタの軌 道か ら突然 固定点に収束す る とい う軌 道で
ある.この図の場合 はN3軸上の固定点に収束 してい る
が,罵軸上の固定点に収束す る場合 もある.こ の フラ
クタル の領域 では このパ ター ンがパ ラメー タや初 期
値 の微妙 な変化に対 して敏感 に変化 してお り,と て
も不安定 な領 域だ とい う事 がわか る.こ のパ ラメー
タ,初 期値敏感性 が ま さにカオス的 である.こ の フ
ラクタル領 域 をボ ックスカ ウン ト法ig】で フラク タル
次元を測 定 した.図5は パ ラメータ依存 に対する相図
の フラクタル 次元 を表 わ してい る.初 期値依存 に対
す る相 図の フ ラクタル 次元 につい て も図5とほぼ 同
じ結果 を得て いる.パ ラメー タ依 存に対す る相図 の
フラクタル次元は1.63土0.15であ り,初 期値依存 に対
す るフ ラクタル次元 は1.68士0.06であった.双 方 とも
測定領域に対するフラクタル次元の偏差は少なく,
マルチフラクタル性は少ないと思われる.
5。 結 言
Dimitrova=Vitanov方程式 を用いて数値解析 を行 い,
各種 の個体数 ・・%の振舞 いをア トラク タ,収 束,発 散
の3つ に分類す ることが出来た.ま た,パ ラメータ
依存 に対す る相図,初 期値依存 に対す る相 図を作成
し,それ らの相 図か らフラクタル模様 を確認 できた.
パ ラメー タ依 存に対 す る相 図 の フラ ク タル 次元 は
L63士0.15,初期値依存に対する相 図のフ ラクタル 次
元は1.68±0.06である事がわか った.'
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